Nombre del Proyecto:

Software didactico para la solucion numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden.

Autor:

Angel P. Villota C.

Objetivo:

Desarrollar un software de caracter didactico, que permita graficar los campos de
direcciones (solucion general) y trayectorias de las soluciones de una ecuacién diferencial
ordinaria de primer orden (soluciones particulares).

Analisis y justificacion del proyecto:

Cuando se ensefian los métodos de solucion de las ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden, se vuelve dificil por decir lo menos y en ocasiones imposible, dibujar la
trayectoria de la solucién particular, o al menos el campo de direcciones para visualizar las
trayectorias de la solucidon general de una ecuacion diferencial.

La elaboracion de un software que grafique los campos de direcciones y trayectorias de
ecuaciones diferenciales de primer orden, simplificaria esta problematica.

Ademas la solucion general de una ecuacion diferencial que es una familia de funciones, y
la solucién particular de un problema de valor inicial que es una funcién de la familia de
funciones que cumple con las condiciones iniciales, no siempre es posible determinarlas
analiticamente utilizando los métodos conocidos de solucion de ecuaciones diferenciales.
En realidad del conjunto infinito de ecuaciones diferenciales solo un pequefio subconjunto
de este conjunto pueden resolverse analiticamente.

Es decir no toda ecuacion diferencial tiene una solucion real, y aun si la tiene, no siempre
podemos expresarla en forma explicita o implicita como una combinacién finita de
funciones elementales. En muchos casos, particularmente en la solucion de ecuaciones
diferenciales no lineales tendremos que contentarnos con una solucion numérica
aproximada; y para esto tenemos que usar métodos numéricos aproximados como Euler,
Euler mejorado, Range Kutta implementados en un software.

El tener un software de caracteristicas especificas como recurso didactico en el aula para la
ensefianza de las ecuaciones diferenciales ordinarias, va a posibilitar la visualizacion de los
campos de direcciones (familia de soluciones o solucién general) y de las trayectorias de
soluciones (soluciones particulares) de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden, y poder hacer un andlisis de dichas soluciones, sea este numérico es decir
cuantitativo, o cualitativo, de problemas practicos en campos de la ingenieria o tecnologia,
como la biotecnologia, la agroindustria, la ecologia, la dindamica de poblaciones etc.

El contar con paquetes extranjeros que por un lado son de caracter general, no obstaculiza
el desarrollo de este software, porque a parte de ser muy amigable es decir de facil uso; es
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especifico para incluirlo en la ensefianza de las ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden, y pues también, siempre he pensado y estoy convencido de que la unica
manera de salir del subdesarrollo es creando nuestras propias cosas, creando nuestra propia
tecnologia y desarrollando nuestra propia ciencia.

Resumen:

El software de nombre EDO1 grafica el campo de direcciones de ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden en dos subconjuntos de R?. El campo de direcciones sirve para
visualizar las trayectorias de la familia de curvas que representa la solucion general de una
ecuacion diferencial.

Ademas dibuja la solucion particular de un problema de valor inicial, mediante los
métodos numéricos de Euler y Euler mejorado, determinando ademas el valor de la
imagen de dicha solucion en algtin punto x dado.

Entre los algoritmos desarrollados de manera inédita, e implementados en lenguaje C puro
con 2500 lineas de programacién, constan analizadores sintdcticos, semanticos y un
evaluador de expresiones matematicas que permiten ingresar la ecuacion diferencial desde
el teclado como una expresion matematica.

La aplicacion del software, no solo esta en el campo de las ecuaciones diferenciales, sino
también se puede usar para resolver integrales definidas, transformando la integral definida
a un problema de valor inicial. Asi como también el software se puede utilizar para
resolver cualquier ecuacion algébrica polindmica, racional, irracional y exponencial.

Cap.1 INTRODUCCION.

La solucion general de una ecuacion diferencial es una familia de funciones, y la soluciéon
particular de un problema de valor inicial es una funcién de la familia de funciones que
cumple con las condiciones iniciales.

No toda ecuacion diferencial tiene una solucion real, y aun si la tiene, no siempre
podemos expresarla en forma explicita o implicita como una combinacién finita de
funciones elementales. En muchos casos, particularmente en la solucion de ecuaciones
diferenciales no lineales tendremos que contentarnos con una solucion numérica
aproximada.

Centraremos nuestra atencion en la solucion numérica aproximada de ecuaciones
diferenciales de primer orden de la forma y’(x) = f{x,y(x)), que en adelante notaremos )’(x)
=fx,y). El software grafica el campo de direcciones y la solucion particular a partir
de un punto inicial (xo0,y0) de cualquier ecuacion diferencial ordinaria de primer orden de
la forma y’(x) = fix,y), donde flx,y) puede ser cualquier funcion algébrica: polindémica,
racional, irracional o exponencial, ingresando la funcion desde el teclado de manera
interactiva con el software.

El obtener el grafico del campo de direcciones de una ecuacion diferencial nos da una
idea de las trayectorias o familia de funciones solucion de la ecuacion diferencial, es decir
nos da una idea de la solucion general. El hacerlo manualmente, resulta tedioso y largo;
con el software que a continuacién presentamos, nos permitird observar el campo de
direcciones en dos subconjuntos del plano cartesiano a la vez, y podremos interactuar con
el software para cambiar las veces que se quiera los extremos del subconjunto del plano
cartesiano.

El grafico de la solucion numérica a partir de un punto inicial (xo0,y0) representa la
solucion particular de un problema de valor inicial, esto es mas significativo que el campo
de direcciones, puesto que encontrada la solucion particular, se puede determinar el valor
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de la imagen y para cualquier valor de x. De la misma manera que antes se puede
interactuar con el software para cambiar el punto inicial, asi como también el valor de x en
donde se quiere aproximar el valor de la imagen, tanto para el método de Euler como para
el de Euler Mejorado.

En los restantes se ilustra con ejemplos, los campos de direcciones, y la solucion
numérica de ecuaciones diferenciales con los métodos numéricos de Euler y Euler
utilizando el software desarrollado.

Adicionalmente como anexo se incluyen dos ejemplos ilustrando el uso del software para
resolver integrales definidas y ecuaciones algébricas polinémicas, racionales e irracionales

Cap.2 CAMPO DE DIRECCIONES.

Como se menciono anteriormente, el campo de direcciones nos da la opcién de tener una
idea de la solucion general de una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden de la
forma y’(x) =Ax,y).

Para obtener el campo de direcciones de una ecuacion diferencial ordinaria de primer
orden de la forma y’(x) = f{x,y) se trazan segmentos lineales cortos, en puntos (x,y) del
plano cartesiano R? con una pendiente igual al valor f{x,y); puesto que el valor de f{x,y)
representa la derivada de la curva solucion en el punto (x,y), es decir es la pendiente de la
recta tangente trazada a la curva solucién en ese punto.

Al conjunto de todos los segmentos lineales cortos trazados en un subconjunto de
R?, se denomina campo de direcciones

A continuacion con un ejemplo, se ilustra el uso del software para dibujar el campo
de direcciones de una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden.
También se determina la solucién analitica o familia de soluciones con el fin de comparar
la solucién general o familia de soluciones con la grafica del respectivo campo de
direcciones.

Ejemplo 1. Resolver analiticamente y dibujar el campo de direcciones de

dy 2
= — — 9
dx y
Solucion. La ecuacion diferencial es de variables separables, y se puede escribir como
.
Y =9
Usando fracciones parciales en el primer miembro se tiene,
1 L
6 6
— — dx
y—3 y+3 Y
e integrando tenemos 1 ln|y—_3 |=x+c
’ 6 y+3
de donde, |y_—3|: plxtoc
y+3
finalmente, reemplazando k = ¢* y despejando y, se tiene,
6x
_3 1+ ke6
1—ke™

Tratar de imaginar la forma de algunas curvas de la familia de soluciones de la solucién
general anterior, por decir lo menos parece dificil, sin embargo utilizando el software
podemos obtener el campo de direcciones de la ecuacién diferencial en dos subconjuntos
distintos de R®.  En la Figura 2.1, se puede apreciar la forma de algunas curvas de la
familia de soluciones.
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CAMPO DE DIRECCIONES DE LA ECUACION DIFERENCIAL
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Figura 1. Campo de direcciones de la ecuacion diferencial %: y*=9

Cap. 3 SOLUCION PARTICULAR DE UNA ECUACION DIFERENCIAL
ORDINARIA DE PRIMER
Utilizando los métodos numéricos de Euler y Euler mejorado, se desarroll6 un software
capaz de graficar la solucion particular de una ecuacion diferencial a partir de un punto
inicial (X,,Y,),y determinar el valor de la imagen de dicha solucion particular, para un
valor de x dado.
Con un ejemplo se ilustra el uso del software para graficar la solucién particular, y
ademas compararla determinando analiticamente la solucion particular de la ecuacion
diferencial cuya solucién general se encontro en el capitulo anterior.

Ejemplo 2. Determine y grafique la solucion particular de

dy 2
229
a0
Sujeta a: y(0)=1.

Resolver:

Solucion. Del ejemplo 1 en el Capitulo 2, se tiene que la solucion general es

1+ke®™
y(x)=3

1—ke®
1+ ke™

s
_ke6x

Pero y(0)=1, porlotanto, y=3 de donde k=1, y por lo tanto se tiene

que la solucion particular es
1—e™

1+e®

y(x)=3
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6

1+e°

Parax=1, y(1)=3 cuyo valor decimal aproximado es y(1)=2.985164261 .

SOLUCION PARTICULAR DEL PROBLEMA DE UALOR INICIAL DE LA ECUACION DIFERENCIAL
y' (x) = y*2-9

UALOR  INICIAL EULER MEJORADO

ABSCISA x0 =0 x =1

ORDENADA = y = —2.98527 y = —£.98516

EULER MEJORADO

L4
x o,

-3
-3

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
-0 u] a0 -3.0 u] a0

Figura 2. Solucién particular y valor de la imagen en x=1

En la Figura 2 se observa que para Euler y(1)=-2.985267 vy para Euler Mejorado

y(1)=—2.985164 , que comparando con la solucion analitica
_ 6

y(1)=3 i_,_ee ~2.985164261 | se aprecia que la aproximacion con Euler Mejorado al
e

sexto decimal, por redondeo, no hay diferencia con la solucion analitica.

También se aprecia en la Figura 2, que la grafica de la solucion particular que pasa por el

punto (0,0) , tiene un comportamiento asintotico cuyas asintotas son y =k para algun
k€[2.7,3.6| y paraalgin k€|-3.6,—2.7| ; esto solo observando el grafico de acuerdo
a la escala y valores que estan en la Figura 2.

Cap4. ANEXOS
5.1. Solucién de una integral definida como un problema de valor inicial

Para calcular =] :J f(x)dx

Resolvemos el siguiente problema de valor inicial

Resolver: y'(x)=f(x) sujetaa: »(xy)=0;

Demuestre que /=y(x,)
Demostracion:  La solucion general de la ecuacion diferencial es:

y(x)=[, sle)d+e
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Pero »(xo>=o por lo tanto O:fiof(t)dt—i-c , de donde
0

c=0  yporlotanto, Y (X)Zfi S(t)dt que esla solucion
0
particular del problema de valor inicial.

Calculando Y (X,) se tiene que y(x1)=fil f(x)dx ycomo
0

I:fil Sf(x)dx | entonces I=y(x,)
0
Ejemplo: Determinar la longitud de curva en el intervalo [1,2] de y(x)=e

Como LZJ.iZ \/1+(y’(x))2dx se tiene que
1

2
L=]V1+e™ax

Transformando el problema de integral definida a un problema

de valor inicial se tiene:

Resolver: y'(x)=V1+e** sujetaa: y(1)=0.
Entonces L=y(2) . Utilizando el software se tiene que y(2)=4.78515 (ver figura 3)

X

SOLUCION PARTICULAR DEL PROELEMA DE VALOR INICIAL DE LA ECUACION DIFERENCIAL
y' () = (1+(2.7182812)"(2x))"(0.5)

VALOR  INICIAL EULER MEJORADO

ABSCISA xo =1 = x =2

DRDENADA yo = 0 y = 4.78515

EULER MEJORADOD

14
L
14
L

(2, 4.78)

-14
g
-14

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
-z0 1 4.0 -z.0 1 4.0

Figura 3. Solucion particular
Determinemos ahora el valor de la integral definida de manera analitica

L=[ 1+ ax

Sea e*=1g(0),entonces e dx=sec’(6)do

2
De donde, dx :s;zc( 99) df que reemplazando en la integral se tiene
I 2
I:‘[ Ht—gmsecz(e)da , de donde
1g(0)
sec’(6)
1 :J" 12 (0] df , que multiplicando numerador y denominador por 2g(6)
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sec’(6)
1g°(0)
sec’(6)

sec?(0)—1
en donde, reemplazando u=sec(6) y du=sec(0)tg(0)do ,laintegral se transforma

2
en I=f 5
u —

sec(0)1g(6)d6 y como

la integral se transformaen /= f

1g°(0)=sec’(0)—1 setieneque I= f sec(0)tg(0)do

. du ,y aplicando fracciones parciales tenemos que

/ / de donde

“(l1+L2 L2 >
u—1 u+l

1

-

]=u+lln|u—1|——ln|u+1|+c
2 2
1, ju—1 .
I:u+—ln|m|+c, como u=sec(#) setiene que

2
1, sec(8)—1
I=sec(6)+=In|[————
sec(6) 2 n|sec(9)+1|

pero tg(@)=e* dedonde sec(6)=v1+e>* que al reemplazar en la integral,

2x
finalmente se tiene: =V 14 e +In \/ % , de donde Ia longitud de curva es
1+e”+1

+In Vlte —1)p te
V14+e®+1

L=|V1+e* |1 , y evaluando se tiene,

L=\1+¢* +1HJ Lte'~1 1JV1+€ —1 de donde,

1+e+1 14+e*+1

L~4.785154089
Comparando el valor calculado analiticamente con el valor calculado por el software por
redondeo a la quinta cifra decimal, practicamente son iguales.

5.2. Solucion de una ecuacion algébrica como un problema de valor inicial

Resolver la ecuacién g(x)=0

Solucion:
Seala funcion y(x)=g(x) talque y(a)=b.
Derivando la funcion se tiene que
y'(x)=g'(x) ysea g'(x)=f(x),tenemos que
y'(x)=f(x) talque y(a)=b
El planteamiento anterior es un problema de valor inicial en donde y'(x)=f(x) es
la ecuacion diferencial y y(a)=b es la condicion inicial.

Determinemos el problema de valor inicial de la funcion inversa de y(x) .

1
Resolver: X '(y)ZW sujetaa: x(b)=a, vy calcular x(0). Es decir voy
a calcular el valor de x cuando y =0 , por lo tanto el valor x(0) es la solucion de la
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ecuacion y(x)=0,ycomo y(x)=g(x) entonces, el valor x(0) es la solucién de
la ecuacion g(x)=0.

Para resolver el problema de valor inicial utilizando el software intercambiamos las
variables x con y, y se tiene,

Resolver: Y '(X)Zm sujetaa: y(b)=a, ycalcular y(0)
Ejemplo: Resolver 2+4x°—e"1=0
Solucion: Sea  y(x)=2+x’—e*"!, plantemos un problema de valor inicial,
derivando y(x) y calculando la imagen en un punto dado, por ejemploen x=—1 .
Y setiene: y'(x)=2x—e""',  y(=1)=2+(-1) - 'T'=2+1-1=2
Por lo tanto el problema de valor inicial queda de la siguiente manera.

Resolver:  y'(x)=2x—e*"', sujetaa: y(-1)=2

Transformamos el problema aun problema de valor inicial de la funcién inversa, y se
tiene:

__ 1
- 2X—€x +1
Finalmente intercambiamos las variables x y y, con lo cual tenemos:

Resolver: x'(y) sujetaa: x(2)=—1, ycalcular x(0)

' 1 .
Resolver: Y (X):m sujetaa:  y¥(2)=—1, ycalcular y(0)
Utilizando el software EDO1 (ver figura 4) el valor de y(0)=—0.270834 , que al
reemplazarse  en y(x)=2+x>—e""", se tiene  que

y(—0.270834)=3.4365 x 1077, por lo tanto x=—0.270834 es una raiz de la
ecuacion 2+4x’—e*"'=0.
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SOLUCION PARTICULAR DEL PROBLEMA DE VALOR INICIAL DE LA ECUACION DIFERENCIAL
y' (x) = 1/(2y-(2.718281)" (y+1))

UALOR  INICIAL EULER HMEJORADO

ABSCISA X0 t] x =0

ORDENADA uo -0.270847 y = -0.270834

EULER MEJORADO

—~
b
[

o
fu]

T

o
o
=

ez, A

-1
-1

TN

Plwa, e

Figura 4. Solucion particular

Conclusiones:

El presente trabajo, creo es un intento de mostrar alternativas en la ensefianza superior
de las matematicas, asi como también ver que si es posible desarrollar software con
caracteristicas similares y hasta mejoradas de los paquetes extranjeros; y ser
propietarios del conocimiento de esos algoritmos, lo que nos permite seguir
desarrollando mas herramientas en base a este conocimiento

El avance tecnologico, la automatizacion, las herramientas computacionales hoy en dia
son parte de nuestro convivir cotidiano, por lo tanto una educacion de calidad, debe
incluir estos aspectos en su curriculo.
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	Figura 2.  Solución particular y valor de la imagen en x=1 

